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Sommario

e calcolabilitain vari contesti
e riduzioni e calcolahilita
 dimostrazioni di decidibilitadi problemi

e dimostrazioni di indecidibilitadi problemi

notazioni sul livello degli esercizi: (*) facile, (**) non difficile
(***) media complessita, (****) difficile, (*****) quasi impossibile
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[.a T-calcolabilita

definizioni di T-calcolabilitain vari contesti:

o calcolo di funzioni parziali di stringa:

unafunzione parzialef: (2.*)" — >.* e T-calcolabile seesisteunaMT
tale che: gx —* xg-f(X) < f e definitasu xe (2.*)"

(per tutti gli x su cui f non e definita, laMT o terminain uno stato
non finale o non termina)

* decisione (calcolo) di predicati:

un predicato su >* e unafunzione p: (2.*)" — {vero, falso};

p e T-decidibile seesisteunaMT che calcolap (altrimenti p e
T-indecidibile); p e T-semi-decidibile se esiste unaMT cheterminain
uno stato finale per ogni x per cui p(X) e vero, mentre non termina o
terminain uno stato non finale per ogni x per cui p(x) e falso
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[.a T-calcolabilita

esemplificazione di linguaggio:
T-calcolabile = calcolabile
T-decidibile = decidibile
T-semi-decidibile = semi-decidibile

alcuni predicati notevoli:

e appartenenza di una stringa ad un linguaggio (riconoscimento di un
linguaggio)

- 1l linguaggi di tipo 0 sono semi-decidibili (accettati daunaMT)

- 1l linguaggi di tipo 1 sono decidibili (riconosciuti daunaMT)

o il predicato dellafermata (HALT) e indecidibile ma semi-decidibile
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Riducibilita di problemi

* unaistanza di un problema P e un insieme di specifiche (dati di
Input) che servono a definire completamente il problema P
esempio: sla P il seguente problema: determinare il numero degli
abitanti della cittax che hanno i capelli di colorey

I’ Istanza generica di P e la coppia <x,y>

una istanza specificadi P e ad esempio <Roma, verde>

e unariduzione di un problemaA in un problema B e unafunzione f
che trasforma ogni istanza x di A in una particolare istanza f(x)=y, di
B, in modo tale che trovare una soluzione per il problemaB con
Istanzay, equivale atrovare una soluzione per il problema A con
istanzax; s scriveanche A —' B
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Riducibilita e decidibilita
Implicazioni importanti:
-se A - B edf écacolabile alora:
* B e“difficile” ameno quanto A (cioe B e piu difficiledi A oe
difficile quanto A), poichérisolvere B su un particolare insieme di
Istanze (I'insieme {f(X): X eistanzadi A}) equivale arisolvere A
Su ogni possibile istanza x
* B edecidibile = A edecidibile
* A eindecidibile = B eindecidibile
tecnica per dimostrare che un problema P e decidibile: cerco un
problema Q decidibile tale che P —f Q, con f calcolabile
tecnica per dimostrare che un problema P e indecidibile: cerco un
problema Q indecidibile tale che Q —' P, con f calcolabile
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Esercizi svolt1 sulla decidibilita

Esercizio 1¢****) sl considerino | due seguenti problemi:

e || problema cammiNo: dato un grafo G diretto e due suoi vertici x ed
Yy, esiste un cammino diretto dax ad y?

e il problema APPARTENENZA: dato un linguaggio Lc >.* non
contestuale ed una stringawe > .*, w appartienead L?

sapendo che il problema APPARTENENZA € decidibile, dimostrare la
decidibilita del problema cammiNo.

Soluzione

cerchiamo unaf calcolabile, tale che cAMMINO —f APPARTENENZA
* Unaistanza del problemacammiINe e unatripla<G,x,y>

* Unaistanza del problema APPARTENENZA € una coppia<L,w>
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Esercizi svolt1 sulla decidibilita

e definiamo unafunzione f che a partire da unaistanza <G,x,y> di
CAMMINO produce unaistanza<L,w>_s, . di APPARTENENZA

L eil linguaggio definito dallagrammatica<V;,V, S, P>:
 \/; haun simbolo z per ogni verticez di G
 \VV, haun simbolo Z per ogni verticez di G piul’assioma S
P e formato dalle seguenti produzioni:
—S—>zZ e Z—z perogniverticezd G
-U—>Z per ogni arco (U, z) di G
e W elastringa “xy”

f (<Gxy>) =<L,w>_,,- € cacolabile, poiché e unasemplice
“tradlitterazione’ (traduzione meccanicain numero finito di passi)
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Esercizi svolt1 sulla decidibilita

e vediamo un esempio di applicazione di f: sa<G,x,y> la seguente
Istanza
v

costruiamo I'istanzaf (<G,x,y>) = <L ,W>_g >
Vo={u v,z x,vy},Vy={U,V,Z, X,Y, S}, Ssassioma
produzioni: S—uU|wV |zZ]|xX|yY
U->u Vov Z—-5z X->X Yoy
U-—->V VoUXY Z-XlIY X—> U
stringaw = xy
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Esercizi svolt1 sulla decidibilita

 dobbiamo dimostrare che esiste un cammino dax ady in G < w=xy
appartienead L

e Supponiamo che esistaun cammino dax ady in G, e che sia
indicato al modo: x, v, V,, ..., V,,, Yy; alora, per costruzione,
esistono nella grammatica che genera L |e seguenti produzioni:
S—oxX, X=>V,, V=V, ... V=Y Yoy

quindi, lastringa w=xy e generata dalla grammatica, cioe we L

e Supponiamo Vviceversa che w=xye L ; una derivazione per w e

necessariamente del tipo: SF—xX —xV {—xV, |—, ..., |— XV |—
XY |—xy, edunque esistono in G gli archi (X, V4), (V4, V5),--+(V,,Y),
che definiscono il cammino X, v, , Vs, ..., V., Y
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Esercizi svolt1 sulla decidibilita

Esercizio 2¢-+*) dimostrare la decidibilita del seguente problema
(IMPLICAZIONE): Slano dati un insieme di proposizioni

S={P;, P,, ..., P} eduninsemedi implicazioni logiche su S,
I={P.=P:1,]e {1, .. ,n} }; date due proposizioni B, ePR,di S,
esiste una sequenza di implicazioni logiche del tipo:
Ph=>P,=>P,=.=F =k?

Soluzione

riduciamo il problemaimpLicAzIONE a problema camMING, il quale e
noto essere decidibile;

* unaistanza del problemacammINO e unatripla<G,x,y>

 unaistanza del problema mpLICAZIONE € unaquadrupla<s, I, B, ,P, >
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Esercizi svolt1 sulla decidibilita

» definiamo la sequente funzione f(<S, I, B, ,P>) = <GX,Y>.5 | p. p>
* G haun verticer per ogni proposizione P, di S;
* Ghaunarco (i, ]) per ogni implicazione P, = P, di [;
eX=Nh
oy = k

e esempio di costruzione tramitef:
S={P, P,,P;,P,,Ps5, P}

| ={P,=>P,, Ps=P;,P,=>P;,P,=>P,,P.=P,,P,= P, P> P}
P,= P y

(6)
P.=P G A
k 2 . ‘@
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Esercizi svolt1 sulla decidibilita

 dimostriamo |a correttezza della riduzione: dobbiamo provare che
esiste una sequenza di implicazioni da P,aP, < esiste un cammino
direttodax ady inG.

- supponiamo che esista una sequenza di implicazioni del tipo:

P,= Pi1:> Pi2:> > Pir:>Pk

dlorain G esistono gli archi (h,i,), (iy,15), ... (i,,K), epoichéx = h ed
y =k, aloratali archi definiscono un camminodax ady in G;

- viceversa, supponiamo esistaun cammino X, iy, Iy, ..., 1.,y In G;
questo implica che esistono gli archi (x,1,), (i1,15), ... (i, y) In G;
poiché ad ogni arco di G corrisponde unaimplicazionein |, e poiché
x=h ed y=k, allora esistono |le seguenti implicazioni:

P,= Pi1:> Pi2:> = Pir:> P
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Problemi indecidibili

tecnica per dimostrare che un problema P e indecidibile: cerco un
problema Q indecidibiletale che Q —»' Ped f & calcolabile

e Occorre conoscere ameno un problema Q indecidibile

e esistono due problemi indecidibili notevoli (archetipi):
e Il problemadellafermatadi unaMT (HALT): dataunaMT M ed
unastringa X, M terminerala computazione su x?
e || problema delle corrispondenze di Post (Pcp): Sia
C={(u, vy, (U, Vv,), ..., (U, v,)} uninsieme finito di coppiedi
stringhe sull’ alfabeto >; esiste una sequenzaiy , i,, ..., i, di indici
In{1,...,n} anche ripetuti tale che: U, Uy Ui Uy =V ViVl 2

1 12
(nota: |a sequenza puo essere di lunghezza k qual unque)
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Esercizi svolti sulla indecidibilita

Esercizio 3¢x**+) dimostrare I’ indecidibilita del seguente problema
(INCLUSIONE): date due MT, M, edM,everocheL(M,) c L(M,) ?

Soluzione

dimostriamo cheil problemaHALT eriducibile a problema
INCLUSIONE, cioe riduciamo la genericaistanzadi HALT ad una
particolare istanza del problema iNcLUSIONE, In modo tale che la
riduzione sia calcolabile;

 analizziamo le istanze dei due problemi:
—unaistanzadi HALT e costituitadaunaMT M e dauna stringaw
— unaistanzadi INCLUSIONE e costituitadadue MT, M, ed M,
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Esercizi svolti sulla indecidibilita

* definiamo lafunzione f(<M,w>) = <M,, M,>_, ,,~ d modo:
—M,eunaMT che riconosce solo w (e costruita come un ASF)
—M,=M

lafunzione f e ovviamente calcolabile;

e dimostriamo che deciderese L(M,) < L(M) equivale a decidere se M
s ferma quando calcola w:

per la costruzione fatta, deciderese L(M,) < L(M) equivale a decidere
sewe L(M) (perché L(M,) ={w}); d' altronde, decidere se we L(M)
equivale adecidere se M s ferma accettando w oppure no.
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Esercizi svolti sulla indecidibilita

Esercizio 4¢-++*+) dimostrare I’ indecidibilita del seguente problema
(INTERSEZIONE): date due grammatiche non contestuali G, e G,, e vero

cheL(G) NL(G,) = ?

Soluzione
cerchiamo unariduzione: PcP —' INTERSEZIONE
 analizziamo le istanze del due problemi:
e istanzadi pcP: C ={(uy, V4) , (Uy, Vo), ..., (U, V)} SU 2
e Istanza di INTERSEZIONE: due CFG, G, e G,

» definiamo la funzione f(<C, >.>) = <G,;,G,>_ . a modo:
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Esercizi svolti sulla indecidibilita

— Introduciamo n simboli: a;, &, ..., a,

- G,elaCFGsu 2 {g, &, ..., a,} definitadalle seguenti
produzioni: S— ua,S—>uSa (1=1,.,n)
-G,elaCFGsu > {g, &, ..., a,} definitadalle seguenti
produzioni: S5—» via ,S— Vv, S,a (1=1,...,n)

e dimostriamo che decidere se esiste una sequenzadi indici 1,1, ..., I,
tale che Ui, U Ui e Uy SV VYV equivale a decidere se

L(G,) NL(G,) = D secondo la costruzione fatta: Sl osserva che
L(G)={u, u, U Uy & ... 8,8 & VMeN edije{l,..,n}}
L(GZ):{VilviZVi3"" Vi & ...8.8,8 VmeN edije{l,..,n}}

ne segue chewe L(Gy) NL(Gy) & w=u, U Ui U & .o 8,88

=V, Vi Vi Vi 8 8,8,8, S U U U U SV VY LY

Esercizi di Informaticateorica- Luca Cabibbo e Walter Didimo 18



Esercizi svolti sulla indecidibilita

quindi, L(G,) nL(G,) =Y < non esiste una sequenzadi indici
1,15, ..., I taleche U, Uy Ui Uy =V ViVl VS

dunque, sulla particolare istanza costrwta per il problema
INTERSEZIONE, rispondere a problema pcp equivale arispondere a

problema INTERSEZIONE

Esercizio 5¢++*+*) dimostrare |’ indecidibilita del seguente problema
(AMBIGUITA’): data una grammatica G non contestuale, e vero che G e
ambigua?
Soluzione
cerchiamo unariduzione: pcP —f AMBIGUITA’
 analizziamo le istanze del due problemi:

e istanzadi pcr: C={(uy, v,), (Uy, Vo), ..., (U, V)} SU X

e istanzadi AMBIGUITA’ . UNaCFG G
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Esercizi svolti sulla indecidibilita

» definiamo lafunzione f(<C, 2.>) = <G>_. v, a modo:
— Introduciamo n simboli: a;, &, ..., a,
—-GelaCFGsu 2 {a, &, ..., a} definitaa modo:
S—S|S,,
S—ua,S—>uSa (1=1,..,n)
S—»va,S—>v,iSa (=1..,n)
osserviamo che L(G) ={u;, U Ui Uy & o 8,88
Vi Vi, Vig-r Vi & ... 8,8 & VmeN edije{l,..,n}}
e dimostriamo che decidere se esiste una sequenzadi indici 1,15, .
tale che Ui, Uy Ui o Uy =V ViV VG equivale a decidere se

Il I2 I
G, cosl come defi nlta, e ambigua

oy e
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Esercizi svolti sulla indecidibilita

G e ambigua < esiste una stringaw di L(G) ottenibile con due
derivazioni distinte; d' altronde, data una stringa

U Up Ui Uy 8 aisaizaildi L (G), esiste una sola derivazione che
lageneraapartireda S, ; tale derivazione e la seguente:

S l—u, S8, — uu, S8 8 . —uyu ..u_ S8 .aa,
— U, W, U U & ... 8,88,

analogamente, data una stringa v;, Vi Vigee Vi & .o aisaizaildi L(G),
esiste una sola derivazione che lageneraapartire da S, ;

guindi, esistono due derivazioni distinte per unastringadi L(G)
W=X X X . X & ...8,8 § < unaderivazione e ottenutaa
partireda S, eldtraapartiredas, < X;, Xi) Xig woe Xi = Ui Uy Uy oo

|
U =V Vi . Vi

m
m m
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Eserciz1 da svolgere sulla indecidibilita

Esercizio 6(+**) dimostrare I’ indecidibilita dei seguenti problemi:
* EQUIVALENZA: dati due linguaggi non contestuali L, ed L, evero che
L,=L,?

* AMBIGUITA'1: dato un linguaggio L non contestuale, L e
Inerentemente ambiguo?
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